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DANS cet article nous donnons d’abord une nouvelle preuve du thtoreme de translation 
plane, puis nous montrons comment en deduire deux gentralisations du theoreme de 
Poincare-Birkhoff. Dans la premiere (Theoreme 5.1) nous considirons un homtomor- 
phisme de l’anneau sans point fixe et prtservant l’orientation et nous montrons qu’il existe 
une courbe fermte simple essentielle disjointe de son image ou un arc essentiel disjoint de 
son image. Dans la seconde, nous donnons une version topologique d’un theoreme de 
J. Franks [27] concernant les plongements homotopes a l’identite dun anneau dans un 
autre (Theoreme 6.1). 
1. ENONCt DU THkORtME DE TRANSLATION PLANE 
Soit t un homtomorphisme de [wz sans point fixe et prtservant l’orientation. Tout 
d’abord, Brouwer [9, Theorem 3: lire les trois lignes prtctdant l’enonct du thtoreme] a 
cru qu’une telle transformation du plan ttait toujours conjuguee a la translation 
r(x,y) = (x + 1,~) (i.e. il existe cp homtomorphisme de 5X2 tel que (P~(P-’ = T). Mais il se 
corrigeait rapidement [13, errata p. 7771, [14, note p. 37) et donnait l’exemple suivant [14, 
Beispiel p. 401, [16], [ 17, p. 2203 montrant qu’il n’en est pas ainsi. 
Les courbes WC d’equation x = (l/y(y - 1)) + c, c constante rielle, sont deux a deux 
disjointes et remplissent la bande 0 < y < 1 de [w’. La transformation t : LITi2 -+ R2 define par 
i 
(x+l,y) siy21 
Qx3y)= (x- 1,y) si yI0 
et par t(x, y) = (x’, y’) si 0 < y < 1 et (x, y) E %?c ou y’ < y et oti la longueur de l’arc de %Zc de 
(x, y) a (x’, y’) vaut 1, n’est pas conjuguee a r (Fig. 1). 
En effet, l’arc vertical figure ci-dessus rencontre toutes ses images par les puissances de t, 
ce qui n’est le cas d’aucun compact sous les puissances d’une translation. 
Puisque le theoreme de translation a une preuve plus facile pour les homtomorphismes 
qui se plongent dans un flot C’ (cf. la Remarque 1.3) signalons l’exemple suivant dun 
homeomorphisme h (d’ailleurs C”-) qui n’admet meme pas de racine carrte (Fig. 2). 
Sur la reunion des 2-disques fermts de rayon 1, u is2 Bi, h est translation vers la gauche, 
h(Bi) = Bi _ 1, et hors de cette reunion h est obtenue en suivant sur une distance TC les lignes 
indiqutes. On pourrait aussi remplacer les disques Bi par n’importe quel compact cellulaire 
et ses translates. 11 n’existe pas d’homeomorphisme cp tel que ‘p2 = h car le point de tangence 
de deux disques Bi et Bi+ 1 “ne sait oti aller” par cp (voir [37] et [2]). 
L’tnonce du thtoreme finalement obtenu par Brouwer [14] necessite une definition. 
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Fig. 1. 
Fig. 3. 
1.1. Dejinition. Un domaine de translation pour t est un ouvert connexe bordi par k et 
t(k) oli k est une droite plongee proprement (done fermee) telle que t-‘(k) et t(k) soient dans 
des composantes distinctes de R2 - k (le domaine ne rencontre pas son image) (Fig. 3). 
1.2. TH~OR~ME DE TRANSLATION PLANE. Soit t un hombomorphisme de I%’ sans pointjxe et 
preservant l’orientation. Alors tout point de Iw2 appartient a un domaine de translation pour t. 
De plus, la preuve presentbe ici montrera qu’on peut choisir la droite k sous-complexe de 
toute triangulation de [w2 dont l’etoile de chaque sommet est libre. 
Signalons au passage que des caracterisations dans le mime esprit des homtomor- 
phismes conjugues a une translation (soit: admettant un domaine de translation D avec 
Unsz t”(o) = R2) ont CtC don&es un peu plus tard par Ktrekjarto [33], [36] et Sperner 
[42]. Voir aussi Andrea [2]. Leurs preuves s’avtrent bien plus faciles que celle du theoreme 
de translation plane. 
1.3. Remarque. Si t est plongt dans un flot Cl, le thtoreme de translation a une preuve 
rapide: on considere le champ de vecteurs orthogonal a celui dtfinissant le flot qui contient 
t. Ce champ sur R2 est sans zero et done, d’apres la thborie de Poincare-Bendixon, toute 
orbite de ce flot orthogonal est propre. Une telle orbite est une ligne k comme cherchee. 
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2. REMARQUES HISTORIQUES 
Dans cet article, nous commencons par donner une preuve complete du theoreme de 
translation plane. La preuve donnee par Brouwer [14] a toujours etC considtree comme tres 
difficile a suivre, sinon incomplete ou meme fautive, cf. e.g. [42, p. 9 note l] ou [40, p. 277). 
Aussi, dans les anntes 20, plusieurs auteurs, W. Scherrer [39], B.v. Kerekjarto [34], 
I. Terasaka [43] et E. Sperner [42] ont publit des preuves, soit de lemmes necessaires a la 
preuve [42], soit du thtoreme en admettant un certain nombre de resultats preliminaires 
[39], [43], soit completes [34]. Mais l’accord nest pas encore realist: Kerekjarto [36, p. 
2261 critique sbvkement Sperner [42], et R. Barrar [4, p. 3361 en 1967 trouve encore “long 
and hard to follow” les preuves don&es par Sperner [42] et Kerekjarto [34] d’un resultat 
crucial (ici Theoreme 3.3) qui dit que les trajectoires ont sans point double. 
Quoi que l’on pense des arguments avancts par Brouwer (et aujourd’hui ls paraissent 
tous essentiellement ricuperables), tous les lemmes et concepts importants se trouvent 
clairement degagb chez lui. Aussi la preuve que nous proposons, comme la sienne et toutes 
celles connues, se divise en deux parties. 
Dans la premiere (paragraphe 3), en suivant gross0 modo Sperner [42], nous montrons 
d’abord que les trajectoires ont sans point double. La nouveaute st un lemme de point fixe 
(gentralisant [42, Satz 23) qui permet dune part de lisser l’expose de Sperner et par ailleurs 
d’obtenir aisement un Lemme-clt (3.8) qui donne imediatement les proprietts topologiques 
essentielles des trajectoires. 
De l’absence de point double sur les trajectoires, on deduit immtdiatement que tous les 
points errent sous t (i.e. tout point du plan possede un voisinage I/ tel que 1/n t”(V) = cj 
pour tout nob - (0)). Ce rtsultat est trls souvent la seule information donnee par le 
theorime de Brouwer que I’on utilise dans les travaux r&cents sur la dynamique des 
homeomorphismes de surfaces (cf. e.g. J. Franks [26,27,28] et H. Winkelnkemper [44]. 
Ceci a incite rlcemment M. Brown [ 1 S] et A. Fathi [24] a donner chacun leur preuve de 
ce resultat. Ces preuves introduisent des id&es de “perturbation” dans le sujet, mais elles me 
semblent moins directes que celle prtsentte ici. 
Dans la deuxieme partie (paragraphe 4), on conclut la demonstration du theoreme de 
translation plane. La nouveaute ici est la consideration dune triangulation (localement 
finie) de [w’, dont les 2-simplexes ont libres, entilrement determinte d&s le debut de la 
demonstration (une partie E de Iw2 est fibve si En t(E) = C#I et critique si ,!? n t(i) = 6, et 
l?n t(E) # 4). Cette preuve s’inspire de celle de Terasaka [43], mais cet auteur construit 
une suite de car& critiques (plus rares que les parties libres) dont chaque element depend 
du choix du precedent. La preuve de Kerekjarto [34] contient les memes difficultts, plus 
d’autres. Signalons d’autre part une preuve toute recente de J. Franks [29] s’appuyant sur la 
construction de fonctions de Lyapounov. 
Le theoreme de translation plane n’est, malgre son importance, qu’un residu des 
tentatives de Brouwer pour prouver un &once plus general auquel il a tte conduit en 
ttudiant le Se probleme de Hilbert sous la forme suivante: Soit un groupe localement 
compact qui agit effectivement sur une varietl, est-ce un groupe de Lie? (ce probleme n’est 
pas encore complltement resolu, voir C. T. Yang [47]). I1 a montre que la response st oui si 
la variite est un cercle ou une droite [S] et le cas od la variete est une surface l’a conduit 
(voir par exemple [12, p. 1991) a un “theoreme de translation generalist” concernant les 
homtomorphismes des surfaces fermees orientees, ayant un nombre fini de points fixes, et 
affirmant (en premiere approximation) qu’il existe un ouvert connexe invariant sur lequel 
l’homeomorphisme st conjugut a une “translation” [9]. Malheureusement, la preuve 
esquissee par Brouwer [9] de ce rtsultat ne tient pas. En particulier, il suppose que tout 
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compact connexe du plan est front&e commune d’au plus deux ouverts du complementaire 
(il donnera lui-m&me le premier contre-exemple a cette assertion peu de temps apres [lo]). 
L’enonce mCme du “theoreme generalist” [9, p. 1793 et [ll, p. 2951 n’est pas sans 
ambiguitt. Brouwer d&nit “a transformation domain” comme un ouvert connexe libre 
maximal (en un sens flou [I 1, p. 2861) pour ces proprietes et tnonce “an arbitrary continuous 
one-one transformation of a two sided surface in itself with invariant indicatrix [ce qui veut 
dire: p&servant l’orientation] possesses a transformation domain, which either breaks the 
connection of the surface, orjoins two points invariantfor the transformation”. Kertkjarto [35, 
p. 2371 en propose la version suivante: “Soient h un homeomorphisme preservant l’orientation 
dune surface orient&e, n’ayant qu’un nombreJini de points fixes et 6 un relevement de h au 
revetement universe1 (homtomorphe a R2) de la surface privee de ses points$xes. Alors on peut 
construire un domaine de translation pbriodique (relativement aux transformations du revete- 
ment) ayant pour frontier-e deux droites propres se projetant sur la surface en deux courbes 
fermbes ou un domaine de translation bordb par deux droites propres, toutes deux convergeant 
duns les deux sens vers deux points fixes (qui peuvent tventuellement coi’ncider)“. 
Cet enonce est faux pour certains homtomorphismes du tore sans point fixe si l’on 
demande que les deux courbes fermees soient disjointes (cf. plus bas). Kertkjarto [35, p. 2381 
en a annonct une preuve qui nest jamais parue, sauf dans le cas particulier qui correspond 
a la version topologique du theoreme de Poincare-Birkhoff [34]. En effet, si l’on considere 
un homeomorphisme h de S2 muni de deux points fixes et preservant l’orientation, alors 
l’enonce de Brouwer se reduit a celui de Poincare-Birkhoff si de plus h preserve un anneau 
separant les deux points fixes et sur les disques compltmentaires de I’anneau se rtduit a des 
rotations “tournant dans des sens opposes” (Fig. 4) (voir le paragraphe 5). 
11 serait deja interessant de traiter les homtomorphismes de la sphere isotopes 
a l’identitt (relativement aux points fixes). En tout cas, l’enoncb est vrai pour le temps 1 d’un 
flot C’ sur la sphere n’ayant qu’un nombre fini de singularites (brievement: on considere le 
champ Y orthogonal au champ X du flot. Si Y admet une trajectoire fermee c’est gag&. 
Sinon, par Poincare-Bendixon, Y admet une trajectoire qui joint deux singularites de Y. Si 
aucune orbite de X ne recoupe cet arc deux fois c’est gagnt, sinon on fabrique une 
transversale fermte a X). 
Remarquons que, a la difference de ce qui se passe pour le theoreme de translation plane, 
le “theoreme generalist” ne dit pas que tout point du revetement universe1 de la surface 
privte de ses points fixes est dans un domaine de translation. Et ce n’est pas possible: dans le 
cas particulier precedent, les points des disques oti h est une rotation ne sont pas revetus par 
des points appartenant a un tel domaine. En effet, soit ff un releve de h ti R2 le revetement 
universe] de S 2 - {points fixes} qui pousse en des sens opposes sur les deux composantes du 
bord de la bande [w x [ - 1, 1] preimage de I’anneau dans S2. Alors, un domaine de 
translation dans Iw2 pour Kne peut rencontrer les deux composantes du bord de cette bande. 
Soit done un domaine de translation contenu dans {y > - I> et contenant un point avec 
y > 1. I1 est horde par une droite propre L de [w2 (et son image par K) se projetant sur S* en 
Fig. 4 
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une courbe fermee ou un arc joignant un des points fixes a lui-meme. Dans les deux cas, 
cette droite L partage R2 en deux regions et on regarde la composante non bornee de 
l’intersection de la region ne contenant pas les points avec y 5 - 1 et du demi-plan y 2 1. 
Cette intersection est envoy&e strictement dans elle-m&me par h”(ou K-r ce qui ne change 
pas l’argument) et contenue dans le demi-plan y 2 1 ou K est une translation. Ce qui est 
impossible comme on voit en considerant un point d’ordonnee maximum sur L ou 
d’abscisse maximum sur ( y = 1) selon le cas. 
Slaminka [40] a montrt une version forte de l’enonct pour le cas particulier dun 
homeomorphisme libre de la sphere S2 ayant un nombre fini de points fixes (libre au sens de 
M. Brown [9]: pour tout disque D c S2, si h(D) n D = 6, alors h”(D) A D = f#~ pour tout 
n E Z - (0)). Et ce rtsultat a et& etendu a toute surface compacte (voir [30]). Notons encore 
que le cas general des homeomorphismes de S2 ayant deux points fixes est lie a la conjecture 
de Winkelnkemper [45] (resolue dans [31]) sur les homtomorphismes de l’anneau ouvert. 
Un autre cas particulier du “thtoreme gtneralise” lie a des etudes recentes est celui dun 
homiomorphisme h du tore T 2 preservant l’orientation et sans point fixe. L’enonct dit alors 
qu’il existe une courbe fermee simple k non homotope a zero, disjointe de son image par h. 
En particulier, un homeomorphisme de T 2 homotope a l’identitt, preservant la mesure de 
Lebesgue et le centre de gravite, devrait posseder au moins un point fixe. Ce dernier fait a ett 
proud recemment par J. Franks [26, Cor. 3.33 et Le Calvez [38] a montre qu’un tel 
homtomorphisme avait trois points fixes (si h est en plus un diffeomorphisme ce rtsultat 
remonte a Conley et Zehnder [22]). Ce resultat avait aussi et& annonce par Slaminka [41]. 
D’ailleurs, l’enond de Brouwer implique deja I’existence de deux points fixes pour de tels 
homeomorphismes. 
Cependant, M. Bestvina et M. Handel ont construit un exemple d’homeomorphisme du 
tore homotope a I’identite, sans point fixe, prtservant I’orientation mais pour lequel n’existe 
aucune courbe fermte simple non homotope a zero et disjointe de son image. Cet exemple 
s’appuie sur la notion de convexe de rotation. Notons encore qu’un tel exemple n’est pas 
realisable comme temps 1 dun flot (voir [7]). 
Dans cet article, nous nous contenterons, a la Kertkjarto 17341, de deduire le theoreme 
de Poincare-Birkhoff (et diverses gtneralisations) du theoreme de translation. 
Pour d’autres preuves topologiques de ce thtoreme, voir par exemple [4], [S], [6], [20], 
WI, [127,281. 
3. THiORIE DES TRAJECTOIRES 
On considere deux disques topologiques fermes C et D de R2 et leurs bords respectifs c et 
d. On suppose que e n L?I # 4 et que C # C u D # D, et on choisit une composante 
j (d’adhtrence notte J) de c n b. 
Dans cette situation, nous dirons que D dbborde de C le long dun arc y c c si y c FrJ, 
i c 6 et .si y a ses extremites dans d (Fig. 5). 
Les extremites dun arc y de debordement diterminent sur d un arc 6 qui ne recontre pas 
J et y u 6 est une courbe fermie simple qui borde un disque A tel que 8 n 3 = 4. 
On note que tous les points de D hors de J sont dans un tel disque A, qu’il y a au plus une 
famille dtnombrable d’arcs de debordement, notes yi, i E IV, et que lorsque i ---t 00, dia- 
metre(yi) -+ 0, diametre(ai) -+ 0 et diametre(Ai) + 0, oii 6i et Ai sont les arcs de d et les 
disques associes aux yi. 
On note enfin que FrJ, etant obtenue de d en substituant aux arcs ai les arcs 
yi correspondants, est une courbe fermee simple et done que J est homtomorphe a un 
disque. 
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Le long de cet arc D ne dhborde pas. 
Fig. 5. 
3.1. LEMME DE POINT FM. Si duns la situation precbdente, un hombomorphisme p&servant 
l’orientation f: C -+ D vertjie 6i $ f (yi) et f(yi ) $6i pour tout i E N, alors f a un point jixe. 
Preuve. Remarquons que f(yi) n 6i est vide, reduit a un arc ou deux arcs disjoints 
(eventuellement degeneres) en mCme temps quef(yi) n yi est vide, reduit a un point ou deux 
points. Done, pour tout i, il existe une retraction pi de Ai sur yi telle que 
/Ii(f(yi) n Si) =f(yi) n yi. Soit F: J + J definie par F(p) =f(p) sif(p)EJ et F(p) = pi(f(p)) 
sif(p) E Ai. Alors, F est continue car diametre (Ai) + 0; done F a un point fixe p. car J est un 
disque (par un autre theoreme ctlebre de Brouwer!). De plus, F(yi) n yi est vide, ou une 
extremite de yi, ou les deux extremites de yi. Donc,fprtservant l’orientation, F n’a pas de 
point fixe sur yi. Maintenant si f(po) 6 J, alors f(po)EAi - yi pour un certain i, done 
F(p,)e y, et p. = F(po) aussi, ce qui est une contradiction. Done, f(pO)e J et 
I = F(Po) = PO. 0 
REMARQLJE. Le Lemme 3.1 est precise dans I’appendice. Notons qu’on a en fait trouvt 
un point fixe dans J. 
Dejinitions 
(1) Un WC de rransCution est un arc simple c( d’extrtmitis p et t(p) (pour un p E R’) tel que 
anr@)c kr(p)> ( on va voir, Thtoreme 3.3, qu’alors on a automatiquement 
~1 n r(a) = {r(p)}). 
(2) Une rrujecroire 1 est la courbe engendree par un arc de translation c1 sous I’action de 
t: 1 = l(a) = I,&. 
On conviendra d’orienter les trajectoires de sorte que si 1 = l(a), ct soit orientt posit- 
ivement de p vers t(p). 
3.2. LEMME. Par tout point a du plan passe un arc de translation (et done une trajectoire). 
Preuve. Soit D(r) le disque centre en a de rayon r et soit p = sup(re [w( 
t(r) n r(q(r)) = 43. Al ors, p > 0 car a # t(a), D(p) n t@(p)) = Fr(D(p)) n t(Fr(D(p))) et 
D(p) n t(D(p)) = 4. Soit qcFr(D(p)) n t(Fr(D(p)) et posons q = t(p) oli pEFr(D(p)). La 
reunion des rayons pa et aq est alors un arc de translation. El 
3.3, THBORBME. Les trajectoires sont suns point double. 
3.4. COROLLAIRE. Pour tout n # 0, n E Z, t” est suns point Jixe. En d’autres termes, un 
homtomorphisme de R2 prbservant l’orientation et suns point jixe est suns point 
periodique. 0 
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Preuue. Si la trajectoire 1 = l(a) oti LX est d’extremitts p et t(p) a un point double, alors 
CI - {t(p)} n t”(a - {t(p))) # 4 pour au moins un n 2 1. Soit k le plus petit de tels n et soit 
q le premier point de a sur tk(a) g partir de tk(p). Par definition des arcs de translation, on 
akl2. 
On aq # t(p)et lacourbec = qt(p)u t(a)u . . . u tk-l(a)u tk( p)q, 06 qt(p)est l’arcde 
q & t(p) sur a et tk(p)q l’arc de tk(p) g q sur tk(a), est une courbe fermte simple qui borde un 
disque C. Si d = t(c) et D = t(C), les courbes c et d ant lbarc t(q)q c t(a) u . . . y tk(a) en 
commun et done, puisque t preserve l’orientation, C n D # 4. On denote par J la com- 
posante de C n b ayant l’arc t(q)q dans son bord. On est alors dans la situation du lemme 
de point fixe (Fig. 6). 
La courbe r est union de t(q)q c c n d et de l’arc qt(q). Done tout arc y c c de 
debordement est inclus dans qt(q). Si on a de plus y c qt(p), alors on a aussi 
t(y) c t(q)?(p) c c n d (k 2 2) et y verifie l’hypothese du lemme de point fixe. Si y rencontre 
l’arc t(p) t(q), alors y contient l’arc t(p)t(q) en entier. En effet, par definition de q, ou bien l’arc 
pq (kentuellement dtgenert) de a ne rencontre pas C et t(p)t(q) ne rencontre pas f, 
(Fig. 3.2(a)) ou bien pq est inclus dans C et t(p)t(q) est inclus dans D (Fig. 3.2(b)). Soit 6 c d 
l’arc correspondant a y. Alors t(q), t2(p) et q se succtdant sur c, t2(q), t3(p) et t(q) se 
succedent sur d, et done t(y) c t(q)t2(q) ne contient pas 6. D’autre part, 6 ne peut contenir 
t(y) qui contient t’(p) E c n d. Done le lemme de point fixe s’applique et donne un contradic- 
tion. q 
3.5. PROPOSITION. Si D est un disque fermi? tel que D n t(D) = 4, alors D n t”(D) = I$ 
pour tout nez - {O}. 
Autrement dit, les points errent sous t et par conskquent {t”(p) 1 n E Z) est sans point 
d’accumulation pour tout p E R2. 
Preuue. On peut supposer que D est la boule fermte D(1) de rayon 1. Si qE D n t”(D) 
(n # - 1, 0, l), alors q et t-“(q) appartiennent a D(1). Soit p = 
sup{rERJD(r)nt(D(r)) = 4). Soit sEFr(D(p))nt(Fr(D(p))) et posons s = t(u) oti 0 
UE Fr(D(p)). En joignant, dans D(p), u g s en passant par q et t-“(q), on construit comme 
dans le Lemme 3.2 un arc de translation a et une trajectoire l(a) se recoupant puisque 
q E a n t”(a) (Fig. 7). 
Supposons par ailleurs que q soit un point d’accumulation de {t”(p) ( n E H}. Soit D un 
disque tel que qEh et D n t(D) = 4. Par hypothese, il existe k, 1~ Z, k > 1, tels que t”(p), 
t’(p)E D et done tk(p) = tk-‘(t’(p))E tk-‘(D) n D. Contradiction. 0 
3.6. PROPOSITION. (a) Towte trajectoire 1 est une sous-varibtt de R2. Autrement dit, &ant 
don& un point p de 1 et un arc A c 1 tel que p E i, il existe un voisinage V de p dans lR2 tel que 
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Fig. 7. 
Fig. 8. 
(b) Soit A la composante connexe du complkmentaire de i- 1 qui contient 1. Alors, 1 divise 
A en deux ouverts connexes par arcs de frontikre commune (dans A) 1. 
3.7. Remarque. Une trajectoire 1 n’est pas ntcessairement une sous-variete fermee de R2. 
Soit: I-- 1 peut etre non vide. En effet dans l’exemple de la Fig. 1, la trajectoire 1 = 1 (a) 
engendree par I’arc de translation figure ci-dessus (Fig. 8) verifie r- 1 = {(x, 1) 1 x E R}. 
Preuue de 3.6. (a) Si un tel voisinage V de p n’existait pas, il existerait une suite de 0 
points pn E 1 - L telle que p,, -+ p lorsque n -+ + co . Choisissons un arc de translation CI c 1 
tel que PE ji. 11 existe des k,,cH tels que tkn(p,)Ecl et on peut supposer que tkn(p,) tend vers 
un point q de x Puisque l’arc pq est disjoint de son image par t, il existe un disque 
D contenant pq dans son interieur tel que D n t(D) = 4 et done, d’apres 3.5, tel que 
D n t”(D) = C#I pour tout n EZ - (0). Mais pour n grand, p,, E D n tCkn(D). Contradiction. 
(b) Tout d’abord, A - 1 n’est pas connexe par arcs. En effet, considerons un arc simple 
~1 c A d’extremites p et q coupant 1 en un seul point r (un tel arc existe par (a)). Si A - 1 ttait 
connexe, on pourrait joindre p i q dans A - 1 par un arc 3.. En extrayant alors de p et 1 des 
arcs convenables, on obtiendrait une courbe fermee simple c coupant 1 en un seul point r. 
Mais alors une des composantes de 1 - {r} serait toute entiere dans le compact bordt par c, 
ce qui contredit la Proposition 3.5 (les points errent). 
D’autre part, tout point s de A - 1 peut &tre joint a p ou d q dans A - 1. I1 suffit pour cela 
de joindre s a un point de 1 dans A par un arc v. Puisque v c A, v ne recontre pas les points 
d’accumulation de 1 et on peut en extraire un arc v’ de s a 1 ayant seulement une extremite s’ 
sur 1. Maintenant on peut supposer que v’ et l’arc s’r de 1 sont des segments lineaires 
orthogonaux et l’on peut joindre un point s” de v’ proche de s’ a p (ou q) dans A - 1 en 
suivant paralltlement s’r (puisque I ne s’accumule pas sur s’r). 
3.8. LEMME CL~. Soit ,I un arc simple d’extrbmitb p et q et p un arc de 
m2mes extrbmiths vkrijiant t(p)Eb. Si Au p forme une courhe fermhe 
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Fig. 9. 
Preuve. Supposons 2 n t(I) = Q, et posons c = i u p, d = t(c). Dkignons par C le disque 
bordi: par c et par D = t(C) celui bordt: par d. Les courbes c et d ont l’arc t(p)q = t(p) n p en 
commun et puisque t prtserve l’orientation, C et D sont du meme c8ti: de cet arc. On d&note 
par j la composante de k n 9, ayant l’arc t( p)q dans son bord. 
Le but est d’obtenir une contradiction avec l’hypothkse t(A) n il = 4 g&e au lemme de 
point fixe. 
Remarquons d’abord que t(q) est exttrieur i C si et seulement si p est inttrieur 
g D (notons que t(q) $c et p #d) (Fig. 9). 
Soit alors y c c un arc de dtbordement et 6 l’arc correspondant sur d. Puisque 
t(p)q c c n d, il n’y a que trois cas possibles: 
ou bien y c pt(p) c p et alors 6 c t(n) (car t(p) n fi = c#I), don: t(y) n $ c t(p n i) = 4; 
ou bien y c J et alors 6 c t(p) (car t(A) n I = qf~), done t(y] n 6 c t(A n zi) = 4; 
ou bien p E f et alors, d’aprks la remarque prkkdente, t(q) E: 6. Par conskquent d’une part 0 
TV t(f) alors que tic n d qui ne rencoatre pas 6 et done t(y) qL 6; et d’autre part 
q E c n d, done q $f et t(q) $t(f), mais t(q)E 6 done 6 qk t(r). 
Dans tous les cas, les hypothtises du lemme de point fixe sont v&rifites. 0 
4. PREUVE DU THkORiME DE TRANSLATION 
Rappelons qu’une partie E de Iw2 est f&e si E n t(E) = 4. 
Soit a un point de [w2 et GL un arc de translation passant par a. 
La preuve r&lame les deux lemmes suivants: 
4.1. LEMME. I1 existe une triangulation K de R2 dont t( est un sowcomplexe et dont 
toute Ptoile est libre (l’btoile d’un sommet de K est l’union des 2-simplexes de K possbdant 
ce sommet). 
Preuue. On peut supposer que tl est un segment lintaire. On triangule alors Iw2 en 
triangles kquilatkraux de c&s isomktriques g CI de sorte que CI soit cBtl d’un de ces triangles. 
On 6crit ensuite Iw2 comme union d’un disque et de couronnes : 
R2=couc1u . . . uc,v-... od C,, est l’union des triangles ayant un sommet commun 
avec LX et C,, n 2 1, l’union des triangles ayant un sommet commun avec C,_ 1 sans &tre dans 
Subdivisions maintenant Co en K,$ de sorte que les ttoiles de K6 soient libres, puis C, en 
K; de sorte que les ktoiles de K; soient libres ainsi que les ensembles union d’une Ctoile de 
KA et d’une ktoile de K; qui se rencontrent. On modifie alors Kb en KO de la man&e 
suivante. Si A est un 2-simplexe de K& qui a un c6tk sur Co n Cl, on projette le barycentre 
de A sur tous ses sommets et sur ceux introduits par K; sur A n C1 (Fig. 10). 
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Une operation semblable sur K; donne une triangulation K; de Cr telle que K0 u KY 
soit une triangulation de Co u Cr. Ensuite on subdivise C2 en K; de sorte que les etoiles de 
K; soient libres ainsi que les ensembles union d’une ttoile de KY et d’une etoile de K; qui se 
rencontrent. On modifie K ;’ pres de Cr u C2 comme on a modifie Kb pour obtenir K 1 et, de 
m&me, K; pour obtenir Ki. Ces dernieres modifications ne touchent pas a K,. On continue 
ainsi pour obtenir une triangulation K de R2 telle que Kit, = K,. 0 
4.2. LEMME. Soit 1 = l(a) une trajectoire et K une triangulation de I@*, dont c1 est un 
sous-complexe et dont toute etoile est libre. Alors, de chaque c&e de a, il y a au moins un 
triangle de K adjacent a a, sans point commun avec f- c(. 
Preuve. Orientons l’arc de translation M = pt(p) de p vers t(p) et regardons les triangles 
de K adjacents a c1 d’un tote de c(. Le premier rencontre t-‘(a) (en p au moins) et le dernier 
t(u). Done, si tous les triangles considerts rencontrent t-‘(a) ou t(a), il y en a deux 
constcutifs, de sommet commun q, dont l’union rencontre a la fois t _ 1 (CX) et t(a). Cela n’est 
pas possible. En effet, dans ce cas, un arc irreductible 1 dans l’etoile de q de t- ‘(a) $ t(a) ne 
rencontrant pas z verifierait les hypotheses du lemme clt et done ;1 n t(A) # q5 mais l’etoile 
de q est libre. 
Supposons maintenant qu’un triangle A ne rencontrant ni t-‘(a) ni t(a) rencontre T- c1 
en un point r. Soit B un disque centre en r si petit que Bn t(B) = 
Bnt(A)= Bntt’(A)= Bn(tt’(cr)uaut(a))= 4. Alors, AuB est libre et AuB con- 
tient un arc simple joignant sl et 1 n (A u B) qui contredit le lemme-cle. cl 
Preuve du Theoreme de translation. Soit a0 = p. t(po) un arc de translation passant par 
a et soit lo = l(cro) la trajectoire engendree par ~1~. D’apres la Proposition 3.6, lo dtcoupe la 
composante connexe A0 de R* - (&, - lo) qui la contient en deux regions A: et 12: invari- 
antes par t et de front&e commune (dans A,) lo. 
Nous allons construire une demi-droite, homeomorphe a [0, + cc [, d’origine un point 
de tlo, libre et proprement plongee dans Ai (a l’exception de son origine). 
Pour cela, considerons une triangulation K de R*, donnee par le Lemme 4.1, dont 
toutes les etoiles sont libres et dont cl0 est un sous-complexe. Et soit A0 un triangle (donne 
par le Lemme 4.2) de At u lo adjacent a a0 qui ne rencontre pas &, - c(~. On construit alors 
un arc ~1~ constitul de l’arc dans cl0 de p. au premier point de A0 (disons ro), de l’arc dans 
~1~ du dernier point de A0 (disons to) i t(po) et de l’arc de r. i to dans FrAo - CI~. Puisque 
A0 ne rencontre ni t - ’ (~1~) ni t(ao), l’a rc ~1~ est de nouveau un arc de translation de p. g t(po). 
cf. Fig. 11. 
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L’arc cur engendre une trajectoire 1, = I(aI) c Ai u lo qui determine une region AI (la 
composante connexe de lR2 - (r, - II) qui contient II). On a I0 c A1 car sinon IO - 1r 
Fig. 11. 
rencontrerait & et on aurait un arc libre (dans IO) de l1 a &, ce qui n’est pas possible (cf. le 
second paragraphe de la preuve du Lemme 4.2). D’aprb la Proposition 3.7, 1, divise A, en 
deux regions. On note A’: celle qui ne rencontre pas lo et Ai l’autre. On a alors A$ I A”, et 
A! I As; en effet, si Ad, n’ttait pas inclus dans Ai, un arc irreductible de II - lo c A$ a un 
point de A; - A”, dans A”, devrait couper i o, ce qui donnerait un point de lo dans A{. 
Comme %I est un sous-complexe de K, on peut de nouveau appliquer le Lemme 4.2 et 
construire un nouvel arc de translation a2 de p0 a t(pO). On continue ainsi pour obtenir une 
suite de triangles libres A”, d’arcs de translation a, de p. a t(po), de trajectoires I, = I(rx,) et 
de regions A,” invariantes par t avec A”, 3 A,“+ 1 et A,, c A: u 1, - A$+ 1. 
Done tous les A” sont distincts et si L c K est le sous-complexe union des A,,, L est libre. 
Pour tout n 2 1, un cot& de A,, est sur E,_~ ou sur A,,_, et par suite chacune des 
composantes connexes de L a un cot& en commun avec Q,. Done ces composantes sont 
en nombre fini. Soit H l’une d’entre elles contenant une infinite de triangles. Alors, le 
1-squelette de H contient une ligne plongee kd issue de qd E a0 qui fournit la demi-droite 
cherchee. 
De meme, on construit dans As une ligne kg issue dun point qg E ~1~ proprement plongee 
et libre. 
On considere enfin k = kd u qgqd u kg oii qgqd est I’arc de qg A qd dans uo. C’est une 
droite proprement plongte dans R2 avec t - l(k) et t (k) dans des composantes distinctes de 
iR2 - k (deja or0 a ses extremitts de part et d’autre de k). Si a 4 k, on a termint. Si a E k, il suffit 
de modifier k pres de a. 0 
4.3. Remarques. (a) On peut renforcer ltgerement l’enonce du thtoreme de Brouwer de 
la man&e suivante : ttant don& une triangulation quelconque K de R2 suffisamment fine 
pour que l’etoile de chaque sommet soit libre, on peut trouver une droite k sous complexe de 
K formant avec t(k) la front&e dun domaine de translation. 
En effet, si D est un disque voisinage d’un sommet p de K assez petit pour ne contenir 
aucun triangle de K, on peut etendre ce disque en lui ajoutant un “doigt” voisinage dun arc 
du 1-squelette se dirigeant vers t(p) et si mince qu’il ne contient aucun triangle. Lorsque ce 
doigt sera assez long, le disque D’ obtenu verifiera if n t(b’) = $I et D’ n t(D’) # 4. Alors 
comme en 3.2 l’on construira un arc de translation M. dans D’ s’ecrivant comme union de 
trois arcs CL _ , ao, o! + , avec CI~ sous complexe de K et M. _ et TV + chacun inclus dans un triangle 
de K. Pour un tel arc de translation, le raisonnement de 4.2 se rep&e (on considere tous les 
triangles adjacents a un c&C de a0 et ceux contenant a_ et a,) pour donner un triangle 
adjacent a cl0 et ne rencontrant pas i(a) - a. La preuve du theoreme de translation se 
poursuit alors sans modification, chaque nouvel arc de translation a,, rencontre etant du 
meme type que c(. 
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(b) Bien que l’on ait redigl la preuve precedente en utilisant une triangulation de [w*, il 
est clair que l’on aurait pu aussi travailler avec n’importe quelle decomposition de IR* en un 
CW-complexe localement fini dont toutes les cellules fermees sont plongees et dont l’ttoile 
de chaque 0-cellule est libre. 
5. HOMkOMORPHISMES SANS POINT FIXE DE L’ANNEAU 
Ce paragraphe est le rksultat dune collaboration avec C. Bonatti. 
Notons A l’anneau Iw/Z x [0, 11. Une courbe fermte est essentielle si elle est non 
homotope a zero. Un arc simple c( dans A est essentiel si a n dA = aa et si c1 joint les deux 
composantes de 8A. 
5.1. THI?OR~ZME. Soit H: A + A un homeomorphisme suns pointjixe p&servant l’orienta- 
tion. Alors, 
il existe une courbe simple fermke essentielle c duns A telle queH(c) n c = 4, 
ou il existe un arc simple essentiel M duns A tel que H(u) n LX = 4. 
5.2. Remarques. 
(1) Les deux cas du thtoreme ne sont pas exclusifs. 
(2) Un homtomorphisme H: A-+ A preservant l’orientation et sans point fixe est 
isotope a l’identitt. 
(3) 11 y a des exemples de M. Herman [32] et R. Fokkink et L. Oversteegen [25] de 
diffeomorphismes C” de l’anneau sans point periodique et preservant I’aire mais 
non conjuguts a une rotation. 
Le Theoreme 5.1 est une gtneralisation de la version topologique du theoreme de 
Poincare-Birkhoff. Rappelons-en l’enonce. 
Soit rr la projection de la bande B = Iw x [0, l] sur l’anneau A = Iw/Z x [0, 1 J. On note 
r: B + B la translation r(x, y) = (x + 1, y). Les composantes du bord de B (resp. A) sont 
d,,B = Iw x {0} et 8, B = Iw x (1) (resp. 8oA = n(a,,B) et a, A = rt(8, B)). 
Appelons distorsion (“twist homeomorphism”) un homeomorphisme H: 
(A; JoA, 8, A)+ tel que H ou H 1 admet un releve h: (B; aoB, 13, B)dqui verifie, pour tout 
XER, cpl(x) < x < cpo(x) si h(x, i) = (vi(X), i), i = 0, 1. 
5.3. TH~~OR~ME DE POINCARC-BIRKHOFF. Une distorsion de l’anneau A suns point fixe 
admet duns A une courbe simple fermee libre et ,non homotope a zero. 
5.4. Remarque. La version originelle du thiorbme de Poincare-Birkhoff concerne les 
distorsions de l’anneau preservant I’aire (usuelle) et conclut a l’existence de deux points fixes. 
La version topologique &on&e ici conduit a un seul point fixe, mais il n’est pas possible de 
faire mieux car, pour t petit, le temps t du flot figure ci-dessous (cf. Fig. 12) est une distorsion 
de l’anneau (ne preservant pas I’aire!) avec un seul point fixe bien que toute courbe fermee 
simple non homotope a zero rencontre son image. 
Le theoreme de Poincare-Birkhoff est un corollaire immediat du Theoreme 5.1, mais 
nous allons d’abord montrer que le thtoreme de PoincarbBirkhoff se deduit tres rapide- 
ment du thtoreme de translation plane de Brouwer puisque l’argument nous sera nlcessaire 
pour la Preuve de 5.1. 
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Fig. 12. 
Preuue du Thiorkme 5.3. On pose h(x, i) = (vi(x), i) pour i = 0, 1 et on continue de 
designer par h l’extension de h A [w 2 dtfinie par h(x, y) = (cpl (x), y) si y >_ 1 et 
h(x, Y) = (cp&), Y) si y I 0. 
Soit K une triangulation de A dont toute etoile est libre sous H. On en dtduit une 
triangulation L de Iw2 invariante par T, induisant une triangulation de B et dont toute Ctoile 
est libre sous h. 
Notons que a0B est une trajectoire pour h. Done selon la preuve du theoreme de 
translation plane, il existe une demi-droite k proprement plongee dans le demi-plan y 2 0, 
libre sous h, issue d’un sommet de 3, B, contenue dans le 1-squelette de la triangulation L de 
iw2 et dans l’ouvert y > 0 a l’exception de son origine. 
Vu l’hypothtse de distorsion, elle ne peut rencontrer 3, B, done k c B - 8, B et k &pare 
B en deux ouverts connexes RI et R2 dont l’un, R,, contient 8, B. On suppose que h(k) c R2 
(sinon on considere h-l). Soit alors R c RI la composante connexe de nneZ z”(R,) 
qui contient dr B. Tout sous-complexe compact N de L ne contient qu’un nombre 
fini d’arcs simples dans son 1-squelette, done il existe m = m(N) tel que 
Nn(U,cz z”(k)) = N n (U lnljm z”(k)). Par suite la front&e de R est incluse dans le 
1-squelette de L n (B - dl B) et constitue une courbe simple. Elle est d’autre part clairement 
invariante sous T. Enfin, elle est libre sous h car si CT est un 1-simplexe de Fr(R), il existe 
d’apres l’argument precedent un m tel que (T c r”‘(k), done h(o) c h?(k) = 
z”(h(k)) c Y’(R2) c B - I?. Par consequent, cette front&e descend dans l’anneau A sur 
une courbe fermee simple qui satisfait au thtoreme. 0 
Nous aurons besoin du lemme suivant dQ a Winkelnkemper [45]. 
5.5. LEMME. Un homhomorphisme sans point$xe h: (B; a,B, d,B)Gcommutant tC z est 
conjug& 21 une translation si et seulement si il y a un arc essentiel disjoint de son image par 
h dans B. 
Preuve. Soit CY un tel arc et supposons, sans perte de gentralite, que vi(X) > x pour 
i = 0,l si h(x, i) = (vi(x), i) pour i = 0,l et x E R. Pour tout n 2 0, soit B, la composante de 
B - h”(a) & droite de h”(a). On a n nzO B, = 4. En effet, supposons que p E (7 nS,, B, et soit 
m 2 0 tel que p soit a gauche de rm(cr). Alors, h-“(T”‘(M)) = z”(h-“(a)) est aussi a gauche de 
t”(a), done (h-“(p), n 2 0) se trouve dans le compact de B horde par a et s”‘(cr), ce qui 
contredit que les points errent sous h (Proposition 3.5). De m&me, si BA est la composante de 
B - h”(a) g gauche de h”(x), n n ~ o BA = 4. Par consequent si F est la partie born&e fermee 
de B bordee par a et h (a), on a Unt+ h”(F) = B et F est homeomorphe a [0, l] x [O, 1). On 
conclut facilement. 0 
‘(~1 %A) [I ‘01 x 13 ‘o[ wd aJ~uoauaJ au (n)~ anb la1 0 < 3 ayxa p‘nb $9 [I ‘01 x {o} = xi 
anb lasoddns pad uo ‘uos!&n&o~ sarde ‘[I ‘01 x &g = y !s ‘pawqsp?ld snld 
~aqm& BS md anb xi aJ)uomal au (n)~ mop ‘1 # u JnOd $ = (,X),2 u (,A)4 ‘1Jed aJine,a 
@)H Jns atla!oJd as (,L)y ia 0 # u mod #J = ((,A)y),z u (,L)y ‘atup aa P pquassa $fuoId 
cm? un ua y neauue‘l Jns alla!oJd as ,X $a 0 # u Ino] JnOd $ = (,A)& u ,X ‘aauanbasuoa us 
+I %A ~1 ‘~1 2:~ Ed ap aumeJ%r?!p puoaas ne 4 msnbqddr! ua ‘no,a 
‘(El %d) aweA!ns uoye!n~!s ~1 B ug 
= (4)~ e uo ‘n 2 (_n)y anbynd ‘iled awqa ‘(J)Y = (,Q la /i 1 (,4,-v =JOP 
;1 2 (4 ) t _ 42 luaf.uaJ!ep e uo -_4 JA sucp sn[aur [ayuassa 3Je un lsa,a ‘4 - 8 ap a?uJoq uou 
&?sodruOa E[ ap (g suep) aJguoJJ e[ lsa ,X !s luanb?suoa Jed -(fl),_y,z ozu7wfi = /1 anb 
Ial 0 7 ffi alsrxa [! ‘L y a+h$‘uoa Isa ~ _qz anbslnd *(fl)u_yu2 ““0 = (n),( I _y2) Ozu() =/i 
suosod ia 8 suep d ap aj!oJp y n axauuoa auyuop a[ sJo[~? suo~$tpysuo~ 
‘sJno3 ua as?qlodkq‘[ aJo3ua l!e~!p 
-aJwo3 I _y2 ? aanbqdde goqyJ!g-?Jeau!od ap auI?Jo?q$ np aAnaJd e[ la I _y2 Jed a%xI! 
uos ap iuro~s!p g suep [arwassa 31~ un3tw l!eJals!xa,u I! ‘s’s aumay al s?Jde,p ‘aJ!eJluoa 
st?a a[ suep ‘laga ua ‘2 uog~[sue~l e[ ? y8n&oa Isa I _y2 anb !ssne SuonbJewa~ 
.(z)~ -42 > 2 rssne 
mop la (2)~ > (2)~ > z e uo ‘8 1~ n 80~3~ lno] Jnod ‘uoy[3U03 ug uo!sJo~s!p aun lsa ff 
anb aJo3ua 1ueJiuow H ap ?Aa[aJ un l!eJas 4 ~ _ 2 sJolv ‘( ‘9)2 ap al!oJp H l!el? ( Iq)y Is )Jed 
aJine,a wno3 ua asgod&[ I!eJ!paJluoa goyyJg-?Jr?au!od ap auI?Jo?yl aI la uoIs~o1s!p 
aun 3gJas H sJo[e ‘19 ap ayane2 y lye~+ (‘9) 4 Is ‘laga ua . gle 3 ](lf+ “c&3( lq)y 
!ssne e uo ‘(I ‘0) = ‘9 !s SJO[V ‘(0 ‘0) = O9 90 gee 2 ]O9)2 ‘O9[ 3(O9)4 anb [al 4 
?Aa[aJ a[ lueualu!etu suo.~~p~suo~ ‘H ap 4 ?Aa[aJ al l!os anb lanb !SJA $sa ap?a?Jd !nb aa 
‘H snos aiIecu! 
uos ap alu!ofslp y suep al[aguassa aldur!s a+uJaJ aqJno3 aun y I!eJ!npuoaBoqqJra-?Jeau!od 
ap am?Jo?ql np aAnaJd el 8 Ie - 8 suep l!elsaJ y !s ~e3 $ = (X)4 u A anb Iat (I. lapuassa 
DJI? un p I!npuoa ‘7 ap allalanbs-1 a[ suep asrqau! la Hoe ap ~aumros un‘p anss! 4 snos aJqq y 
al!oJp-puap aun,p cgoqgJ!g-?Jem!od ap aur?Jo?ql aI suep amu ‘uo!lanJlsuoa ~1 SJOIV 
~atku! uos ap a]u!ofs!p al[a!luassa a?urJaJ aqJnoa ap y suep sed a)s!xa,u p‘nb as?qlodbq,l 
suos!e,g ‘(g ‘e n 80~ Jns axy lujod sues luamainas isa y lueualuymu slew) 4 snos aJqq lsa 
aI!ol? alnol luop la 8 ap UO!lr@?U??!J~ aun lues!npu! ‘2 Jed alue~JE?Au! z~ ap UOy?ln%Ue!Jl 
aun 7 la g p H ap +ap un,p z~ ? 4 axy lu!od sues uo!sualxaJ goyyJ!a-?JEau!od 
ap auJ?3o?q~ np aAnaJd e[ smp atmuo3 suoJ?p~suo~ ‘1’s aut?&??y~ np annald 
THfiORt?ME DE TRANSLATION PLANE 345 
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Fig. 16. 
Dans la derniere etape de la preuve, nous allons montrer comment modifier a pour 
obtenir un arc essentiel a’ vtrifiant ~1’ n H(a’) = C#J. 
Pour cela, posons X, = nnziZO Hi(~) et X = nntO X,. Alors X est un ferme de o! et 
h(X) c X. De plus, puisque H(a) ne touche c( que d’un c&i sans le traverser, h preserve 
l’ordre nature1 sur X c a (cf. Fig. 16). 
Toute application croissante dun ferme de [IO, 1] dans lui-m&me ayant un point fixe, on 
deduit que X = C$ et done X, = C#I pour un certain n 2 1. Si XI = q5, on a termini. 
Montrons que si n > 1, on peut trouver un arc a’ tel que l’ensemble XA_ 1 correspondant 
soit vide. 
On a H(X,_ r) n a = X, = rj. Soit W un b-voisinage de X,_ 1 dans a. Ce voisinage est 
constitue d’un nombre fini d’arcs disjoints dans a. Remplacons ces arcs par des arcs de 
m&me xtremitts mais a droite de a c’est-a-dire d’inttrieurs inclus dans 10, S] x [0, l] pour 
6 < E. On obtient ainsi un nouvel arc ~1’. Verifions que XA_ 1 = 4. 
Pour cela, notons que H(a) n a’ c X1 - X,_ 1 et que a’ et a coi’ncidant hors du 
&voisinage de X, _ , , il suit que H(a’) et H(a) different seulement dans un voisinage de 
H(X,_ r). Si 6 est assez petit, ce dernier voisinage ne rencontre ni a ni a’ et done 
a’ n H(a’) = a’ n H(a) c X1 = a n H(a). Par consequent, Hi (a’) n Hi+ ‘(a’) t H’(a) 
nHi+‘(a)pouri20etX~cX,pourp2 l.D’odX~_, =a’nH(a’)nX:_, ca’nH(a’) 
nX,_, = a’nH(a)nX,_, c (Xl - Xn_l)nXn_l = 4. q 
6. PLONGEMENTS TORSADih DE L’ANNEAU 
Soit H: [w/Z x [ - a, a] + [w/Z x [ - b, b], 0 < a < b, un plongement topologique (c’est- 
a-dire une application continue injective) homotope a l’inclusion. On dira que H est un 
plongement orsadi si H (ou H - ‘) admet un releve h: [w x [ - a, a] + [w x [ - b, b] qui 
verifie plh(z)<p,(z) pour x~lRx(a} et plh(z)>p,(z) si ZEIWX(---a) (oti 
pl: R x [ - b, b] -+ R designe la premiere projection). 
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Le but de ce paragraphe est de demontrer le theoreme suivant qui est une version 
topologique du Theoreme 4.2 de Franks [27] exactement comme le Thtoreme 5.3 ici est une 
version topologique du classique &once de Poincare-Birkhoff. 
6.1. TH~~oR~~ME. Si H: [w/Z x [ - a, a] -+ IW/E x [ - b, b], 0 < a < b, est un plongetnent 
torsadt sans point jixe, alors il existe une courbe fermee simple essentielle c dans 
R/B/z x [ - u, a] telle que H(c) n c = f$. 
Preuve. Soit h: R x [ - a, a] --$ IR x [ - b, b] un reIevC de H tel que p,h(z) < pi(z) si 
z~lRx{a} et p,h(z) >pI(z) si z~lRx{ -a). 
6.2. LEMME. I1 existe une extension h’: [w x [ - b, b] + 1w x [ - b, b] de h en un 
homeomorphisme h”, commutant a la translation z (7(x, y) = (x + 1, y)) et viri$ant 
p1 E(z) < p1 (z) si z E Iw x [a, b] et p1 h”(z) > p1 (z) si z E Iw x [ - b, a] (et done suns point jixe). 
Preuve du Lemme (d’apres J. Franks [27]): Le thtorbme d’extension des isotopies 
topologiques de Edwards et Kirby [23] donne un homeomorphisme 8: R/Z x 
[- a, a] -+ R/L x [- b, b] qui &tend H et qui est I’identite sur R/Z x { - b, 6). Cet 
homtomorphisme se relbve en un homtomorphisme $: R x [ - b, b] + R x [ - b, b) qui 
&end h. Par continuite, il existe E > 0 tel que, sur R x [a, a + E] u [w x [ - u - F, - a], on 
ait IpI&) - pI( > 0. Soit M > su~,,~~(t-b, -olnra,bl) IPI&) - PI( et soit P: 
[ - b, b] -+ [ - 1, l] une fonction continue croissante qui vaut 0 si - u I y 5 a, + 1 si 
y<a-set -Isiy~a+~.Soitalorsg:aBx[-b,b]~IWx[-b,b]I’hom~omorphisme 
donne par g(z) = g(x, y) = (x + Mp(y), y) et posons h”= Lg. Alors h” convient. En effet 
i= h sur Iw x [ - a, a]; si a _< (y( I a + E et z = (x, y), IpI& - p,(z)1 = Ip1 h(g(z)) - xl = 
lplh(g(z)) - pl(g(z)) + Mp(y)l > 0; et si u + E I lyl I 6, IPI&) - PIWI = 
IPI~^(x f M,Y) - xl = Ip$(x f M>Y)- (x 21 M) TMI 2 M - lpdb(4)- pl(gz))l >O. 
Remarque. I1 n’est pas difficile d’obtenir directement un homtomorphisme h^: 
R x [ - b, b] -f R x [ - b, b] qui ttend h sans utiliser le theoreme de Edwards et Kirby. En 
effet, soit A un point de R x {u} dont l’image est d’ordonde maximale parmi celle des points 
de R x {u}. Soit B = z-‘(A) et soient C et D les points de R’ x {b} de m&me abscisse que A et 
B respectivement. Soit aussi J le disque horde par 
(1) les segments verticaux joignant h(A) $ un point de R x (b) (qui sera par definition 
K(C)) et h(B) ti un point de Rx (b) (qui sera g(D)), 
(2) le segment h”(C)&(D) c Iw x (b}, et 
(3) l’arc h(AB) c h([W x (a}). 
On difinit alors h’ sur le rectangle ABCD comme etant n’importe quel homeo- 
morphisme de ce rectangle sur .I qui coincide avec h sur I’arc AB c R x {a}. On 
definit ensuite 1; sur Rx [a, b] tout entier par ptriodicitt, puis de la m&me maniere sur 
Rx[-h, -a] q 
Donnt le Lemme 6.2, la preuve du Theorbme 6.1 copiera celle du Thtoreme 5.3 de 
Poincare-Birkhoff si I’on sait construire une demi-droite libre sous k contenue dans 
R’ x [ - a, a] a l’exception d’un arc initial contenu dans R’ x [ - b, - a], et sous complexe 
du 1-sequelette dune triangulation de !R2 invariante par la translation 7 et induisant des 
triangulations de R x [ - a, a] et R x 1 - b, b]. (La construction qui suit s’inspire des idies 
de “deviation of the path” de Kerekjarto [34].) 
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Pour construire une telle demi-droite, considtrons done une triangulation comme 
ci-dessus qui soit de plus suffisamment fine pour que l’ttoile de chaque sommet soit libre 
sous h: Si B0 = (0, - 6) et Br = (0, b), on peut supposer aussi que l’arc 3, = BoBI est sous 
complexe du l-squelette de la triangulation. Suivons alors I a partir de B0 jusqu’au premier 
point C de 2 tel que B, C n l(&, C) # 4. Notons que C existe vu que H est torsade. De plus, 
puisquep,@z)>pr(z)pourzE[Wx[-6, -a],onaC~[Wx]-a,b[. 
L’arc B,,C c i contient L(C) ou I?‘(C) mais pas les deux car, dans ce cas, l’arc y de 
I? l(C) a g(C) interieur a B,, C serait libre, ce qui contredirait la Proposition 3.5 (cf. Fig. 17). 
Si l’on pose D = g* l(C) selon le cas, l’arc ~1 = CD c B, C c A est un arc de translation 
vertical. Done, puisque K et i-l ne prtservent pas l’abscisse des points de 
Iw x [ - b, - a] u R x [a, b], necessairement I( est inclus dans Iw x] - a, a[. 
La trajectoire l(p), engendrte par p et h”, determine une region A incluse dans 
Iw x [ - b, b] elle-m&me divisee en A et A+ par l(p) (cf. la Proposition 3.7(b)). On choisit 
A- de sorte que A- contienne l’arc BoD. Bien que ~1 ne soit pas necessairement une union 
exacte de 1-simplexes, p est inclus dans le 1-squelette de la triangulation choisie de Iw2 et 
comme en 4.3.a) on conclut a l’existence d’un triangle adjacent a I*, d’inttrieur contenu dans 
A+. Et ensuite la preuve du theoreme de translation permet d’obtenir une demi-droite 
k sous complexe de la triangulation proprement plongte dans [w’, incluse dans A+ 
a l’exception de son origine qui est un sommet F de ,u et contenue dans [w x [ - a, a] a son 
debut. Remarquons que BOF u k est libre sous h”puisque BoF c A- et k - {F} c A+. Pour 
conclure la preuve du Thtoreme 6.1, il nous suffit de montrer que l’on peut modifier la 
construction de k de sorte que k ne sorte jamais de 52 x [ - a, a]. Nous allons seulement 
indiquer comment modifier k lorsque k rencontre Iw x]a, b], la procedure etant similaire 
lorsque k rencontre iw x [ - b, - a[. 
Posons done I = B. F u k et suivons I A partir de B. jusqu’au dernier point B, (eventuel) 
de k tel que FBI soit dans iw x [ - a, a]. Supposons quk B1 appartient a [w x (a). Suivons 
ensuite iw x {u} vers la droite a partir de B1 et appelons i, la demi-droite propre issue de 
B, ainsi d&rite. Comme precedemment, suivons alors ir a partir de B, jusqu’au premier 
point Cr de Jr tel que B,C1 n &BoCl) # 4. Si Cr n’existe pas, alors 
R x Ia> = UneL t”(B, cc) oti B, cc c in R x {a} est la demi-droite issue de B1. Cette 
demi-droite est libre sous h”, done [w x {a} aussi, et on a termine. Sinon, puisque 1 est libre 
sous h: C1 EIW x {a}. On a encore deux configurations, selon que &C,) ou k’(C,) 
appartient a l’arc B. Cl (Fig. 18). 
Dans la premiere eventualite (diagramme de gauche sur la Fig. 18), appelons ,ul c ,I, 
l’arc de translation de K(C, ) ii Cl, I(pl ) la trajectoire engendrte par pI et h’, A; et A: les 
regions associees a I( pr) choisies telles que B,&CI ) c A;. Comme prectdemment, un 
sommet de p1 est origine dune demi-droite kl sous-complexe de la triangulation choisie de 
[w2, proprement plongee dans Iw2 et incluse dans A: a l’exception de son origine. Bien stir, 
k, est contenue dans Iw x [ - a, a] a son debut si p1 c Iw x] - a, a]. Si ~1~ rencontre 
h- “(&) BO hBu) 
Fig. 17 
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Fig. 19. 
R x [ - b, a], on raisonne comme suit. Suivons pi a partir de &CT,) et soit E le dernier point 
de ,u~ n Rx { - u>. 
Ou bien &pi) rencontre un triangle adjacent a l’arc EC1 c p1 et inclus dans A[, et alors 
aucune demi-droite ki construite comme dans le thtoreme de translation ne peut &tre issue 
d’un sommet de l’arc k(C,)E c Al; en effet, dans ce cas, toute chaine connexe infinie de 
triangles issue d’un triangle adjacent a h”(C,)E et incluse dans 12: doit rencontrer h”(p,). 
Dans ce cas, ki est done necessairement issue d’un sommet de l’arc EC, et est contenue 
a son debut dans R x [--a, a]. 
Ou bien, l(pi) ne rencontre aucun triangle adjacent d EC1 c pl et inclus dans ii:. 11 
suffit alors de montrer que h”-‘(pi) ne rencontre pas le triangle A0 adjacent a EC1, inclus 
dans A1 et contenant E. Cela sera le cas si la triangulation a CtC choisie suffisamment fine 
pour que l’on ait sup(diam A, diam h”(A)) < 3 inf,,, x ( _ al (pl h”(z) - p1 (z)l pour tout triangle 
A de la triangulation. En effet, dans ce cas, si h”(A,) rencontrait pi cela ne pourrait Ctre que 
sur I’arc E’C1 c p1 oti EE’ = A,, n pi. Mais alors, puisque sur ,ul n &) I’ordre des points 
est C1, E’, E, @Cl), K(E’), g(E), K2(Cl) et puisque @A,) est libre, on aurait une contradic- 
tion avec le Lemme-clt 3.8. cf. Fig. 19. 
En resume, dans cette premiere Cventualite on obtient toujours une demi-droite libre 
k, incluse dans 12: (a l’exception de son origine) et dans R x [ - a, a] a son debut. On traite 
de m&me la seconde iventualitt (diagramme de droite sur la Fig. 18) oti k’(C1)~BoC1 
ainsi que les cas od k rencontre Iw x [ - b, a[. 
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On consider-e ensuite, si F1 est l’origine de k, sur pl, la demi-droite BoFl u kl qui est 
encore libre sous h: Si kl est une demi-droite toute entilre contenue dans R x [ - a, a], on 
a termine. Sinon, on pose I, = BoFl u kl et l’on reprend la discussion prtcedente avec l1 au 
lieu de 1. Le progres est que l’arc ~1~ que l’on obtiendra alors sera dans A: et que si I(r(lz) est 
la trajectoire engendrte par p2 et h”, I(p2) determine deux regions du plan A; et Ai avec 
B,, F1 c A;, la demi-droite k2 dans Ai, A; 2 A; et A: ZJ 12: (voir la preuve du thtoreme 
de translation au paragraphe 4). L’on determine ainsi successivement deux suites 
A: 2 A: I> . . . 2 12: I . . . et A; c A; c , . . c A, c . . . de regions et une suite 
d’arcs libres sous h”, issus de B,, sous-complexes de la triangulation 
v1 = &PI, v2 = B,F2,. . . , v, = BO F,, . . . avec v, c Ai, v,I A;_ 1 = v,_ 1, v, rencontre 
A,‘- I, v, - v1 c R x [ - a, a], dont l’union constitue la demi-droite cherchee. Ceci termine 
la preuve du Theoreme 6.1. 0 
APPENDICE 
Dam cet appendice, nous allons montrer que, dans la situation du lemme de point fixe 3.1, mieux 
qu’un point fixe, existe une courbe d’indice + 1 pour l’homComorphisme$ Des lemmes voisins se 
trouvent deja chez Brouwer [14] et Kerekjarto [34]. On en deduit qu’un homeomorphisme h de 08’ 
(tventuellement avec point fixe) preservant l’orientation et dont une trajectoire se recoupe admet une 
courbe fermee simple d’indice 1 ainsi que l’a souligne M. Brown [18] et utilise J. Franks [27]. 
On se place done dans la situation dOu lemme*de point fixe 3.1 dont on garde les notations. En 
particulier, on a choisi une composante J de C n D et on note j = Fr J sa front&e. C’est une courbe 
fermte simple. 
A.l. LEMME. Si dans la situation du Lemme 3.1 un homhomorphisme prtservant l’orientation 
f: C -+ D sans point$xe sur c = dC vtrije hi # f(yi) etf(yi) $6i p our tout i E N, alors l’indice de f sur j, 
noti ind( f,j), vaut 1. 
Preuve. Posons K = f (J) et considerons f: .l -+ K. On note j et k les bords de J et K respective- 
ment. On a j c c u d = c u f (c) doncf est sans point fixe sur j. D’aprb 3.1, J contient un point fixe deA 
done f (J) n J # 4. Si f ( j) ou f - l(j) est inclus dans J, alors certainement ind(J j) = 1. Sinon on note 
v., n E N, les composantes connexes de k - J. A chaque v, est associe un arc p, c j de memes 
extremitts que v, et tel que II, u v, forme une courbe fermee simple bordant un disque N, avec 
N, n J = p.. On a diametre (N,) -+ 0 quand n + + cc. D’autre part, puisque j c C, on a k c D et 
done tout arc p. est inclus dans un arc Y,,,(“) c c de debordement de D et N, est inclus dans le disque 
A ,,,(“) associe I Y,,,~“) comme en 3.1 (Fig. A.l). Dans la suite, on conuiendra d’oublier les 1~~ tels qu’il existe 
pL,. avec ~1. c pL,, (ainsi que les v, et N, correspondants). 
Done f: J --t K verifie v, $ f (pL,) et f (pm) $ v, pour tout nE N. Pour chaque p = p., il existe une 
isotopie de plongements cp:: v + N, o 5 t I 1, telle que (~6 = id, q”;(v) = p, cp: = id sur dp = dv et 
(p:(9) c N pour 0 < t < 1. Lorsque f(p) n 9 # 4, on impose a cp: les conditions supplementaires 
suivantes. Notons p et q les extremites de p; il y a trois cas de figure pour les positions relatives de v, 
p et f (p) (Fig. A.2). On note p’ et q’ les (Cventuels) points de fi tels que f (p’) = p et f (q’) = q. 
Dans le cas (a) de la Fig. A.2, on demande que cpE(pf (4)) = pp', dans le cas (b) que cp:( f (p)q) = q'q 
et dam le cas (4 que d(pf(q)) = pq' et que cpC(f(p)q) = p'q. 
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Ces isotopies prolongkes par I’identitC sur k - UnEZ v, donnent une isotopie cp,: k -+ K (car 
diamktre (NJ + 0) telle que cpl (k) c J. On vtrifie aiskment que, pour tout t E [0, 11, cpt of: j + K est 
sans point fixe. Done ind(L j) = ind(cp, OA j) = 1 car cpl cf( j) c J. q 
Soit maintenant h un homkomorphisme de iwz prkservant I’orientation mais kventuellement avec 
point fixe. Alors, la preuve du Thkorkme 3.3 et le Lemme A.1 impliquent: 
A.2. LEMME. Si une trajectoire de h a un point double, alors il existe une courhe fermke simple 
j t R2 telle que ind(h, j) = 1. 
Remarquons que si x et h(x) sont dans la mCme composante du complCmentaire de I’ensemble des 
points fixe de h, en particulier si celui-ci est discret, il existe un arc de translation passant par x (et done 
une trajectoire passant par x et h(x)) (cf. l’argument dans la Remarque 4.3a)). Dans ce cas, le Lemme 
A.2 s’applique en particulier si x est un point pkriodique de h. 
Dans le mime esprit, la preuve du Lemma-& 3.8 et le Lemme A.1 impliquent 
A.3. LEMME. Si h admet une trajectoire sans point double et s’il existe un arc 1 comme dans le 
lemme-clt tel que h(A) n 1 = 4, alors il existe une courhefermCe simple j telle que ind(h, j) = 1. 
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